
การประยุกต์ของปริพนัธ์ บทที ่
Application of Integral 6 

 
 การประยุกต์ของปริพนัธ์จะกล่าวถึงการน าไปประยุกต์ใช้ของการแกโ้จทยปั์ญหาต่าง ๆ 
ซ่ึงเกิดประโยชน์เป็นอยา่งมากในการใชง้านจริง เช่น การหาพื้นท่ีใตเ้ส้นโคง้ การหาปริมาตรของ
ทรงตนัท่ีไม่สามารค านวณหาไดจ้ากสูตรใด ๆ ตามปกติ โดยใชว้ิธีจานและวิธีเปลือกทรงกระบอก 
เป็นส่วนหน่ึงในการแกปั้ญหาเชิงวศิวกรรมหรือฟิสิกส์ ภายใตก้ารใชป้ริพนัธ์แบบจ ากดัเขต 
 
จุดมุ่งหมายการเรียนรู้ 
 1. เขา้ใจและสามารถหาปริพนัธ์จ ากดัเขตได ้
 2. สามารถหาค่าปริพนัธ์ได ้
 3. สามารถน าไปประยกุตใ์ชใ้นการแกโ้จทยปั์ญหาต่าง ๆ ได ้
 

6.1 การหาปริพนัธ์จ ากดัเขต (Definite integral) 
 ถา้ตอ้งการค านวณหาพื้นท่ี A  เหนือบนแกน x  ท่ีปิดลอ้มด้วยเส้นตรง ax  , bx   
และเส้นโคง้   0 xfy  จะมีความต่อเน่ืองในช่วง  ba,  ดงัรูปท่ี 6.1 ซ่ึงสามารถแบ่งระหวา่ง
ช่วงน้ีออกเป็นช่วงยอ่ย ๆ จ านวน n  ช่วง โดยแต่ละช่วงยอ่ยนั้น ไม่จ  าเป็นท่ีจะตอ้งมีความยาวหรือ
ความกวา้งท่ีเท่ากนัทั้งหมด 

 

         

 
 
 
 

รูปที ่6.1 พื้นท่ี A  ท่ีปิดลอ้มดว้ยเส้นตรงและเส้นโคง้ 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

a b 

A 

x 

y 

y = f(x) 
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ถ้าก าหนดให้จุดแบ่งช่วงเป็น bxxxxxxa nnn   ,,,...,,, 12210  และเลือกจุดท่ีอยู่ใน
แต่ละช่วงย่อย  ก าหนดให้เป็น ***

2

*

1 ,...,,...,, ni xxxx  โดยท่ี ni ,...,3,2,1  ซ่ึงสามารถสร้างรูป
ส่ีเหล่ียมมุมฉากบนช่วงยอ่ย n  เป็นจ านวน n  ช่วง ดงัรูปท่ี 6.2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่6.2 ส่ีเหล่ียมมุมฉากบนช่วงยอ่ย n  จ  านวน 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 
      ดงันั้น ผลบวกของพื้นท่ีส่ีเหล่ียมมุมฉากเล็ก ๆ จ านวน n  รูป จะเป็นค่าโดยประมาณของพื้นท่ี 
A  ดงัน้ี 

        nnii xxfxxfxxfxxfA  **

2

*

21

*

1 ......   หรือ 

 



n

i

ii xxfA
1

*  

ซ่ึงเรียกผลบวกน้ีวา่ ผลบวกรีมนัน์ (Riemann sum) ถา้ช่วง  ba,  ถูกแบ่งเป็นช่วงเล็ก ๆ มีจ านวน
มากท่ีสุดเม่ือ n  ซ่ึงจะท าให้ความกวา้ง ix  ของส่ีเหล่ียมมุมฉากมีค่าเขา้ใกล ้0 เขียนแทน
ดว้ยสัญลกัษณ์ 0 ix  และถ้าสามารถหาค่าลิมิตของผลบวกรีมนัน์น้ีได้ จะได้พื้นท่ี A  มีค่า
ดงัน้ี 

 





n

i

ii
x

xxfA
i 1

*

0
lim  
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1 ............................................ ni xxxx  
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y = f (x) 

b  
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โดยเรียกค่าผลบวกรีมนัน์น้ีว่า ปริพนัธ์จ ากดัเขตของฟังก์ชนั  xf จากขอบเขต a  ไปถึง b และ

ใชส้ัญลกัษณ์  dxxf

b

a

  เขียนแทนค่าลิมิตของผลบวกรีมนัน์ 

ดงันั้น     





n

i

ii
x

b

a

xxfdxxf
i 1

*

0
lim  

นิยาม ถา้  xf  เป็นฟังกช์นัท่ีมีความต่อเน่ืองอยูใ่นช่วง  ba,  ดงันั้น ปริพนัธ์จ ากดัเขตจาก a  

ไปถึง b นัน่คือ    





n

i

ii
x

b

a

xxfdxxf
i 1

*

0
lim  

โดยท่ี   คือ เคร่ืองหมายปริพนัธ์ 
   xf  คือ ตวัถูกปริพนัธ์ (Integrand) 
  dx  คือ ปริพนัธ์เทียบกบัตวัแปร x  
  a  คือ ลิมิตล่าง (Lower limit) ของการปริพนัธ์ 
  b  คือ ลิมิตบน (Upper limit) ของการปริพนัธ์ 

 เม่ือก าหนดให้  xf  เป็นฟังก์ชนัท่ีมีความต่อเน่ืองอยูใ่นช่วง  ba,  ดงันั้น ปริพนัธ์จ ากดั
เขตของฟังกช์นั  xf หาค่าไดด้งัน้ี 

  )()()( aFbFxfdxxf
b

a

b

a

  

ซ่ึง  xF  เป็นฟังกช์นัท่ีสามารถหาอนุพนัธ์    xfxF   ส าหรับทุก ๆ ค่าของ x ในช่วง  ba,  
 
สมบัติของปริพนัธ์จ ากดัเขต 

 ก าหนดให ้  xf  และ  xg  เป็นฟังกช์นัท่ีมีความต่อเน่ืองอยูใ่นช่วง  ba,  และมี c  เป็น
ค่าคงท่ีใด ๆ แลว้สมบติัของปริพนัธ์จ ากดัเขตท่ีส าคญัมีดงัน้ี 

1.   0 dxxf

b

a

 

2.    dxxfdxxf

a

b

b

a

   
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3.    dxxfcdxxfc

b

a

b

a

   

4.         dxxgdxxfdxxgxf

b

a

b

a
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a
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5.      dxxfdxxfdxxf

b

a

c

a

b

a

    เม่ือ bca     

 

ตัวอย่าง 6.1      จงหาค่า  dxx 
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ตัวอย่าง 6.3      จงหาค่า 
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ตัวอย่าง 6.4      จงหาค่า  dxxf
4
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6.2 พืน้ทีร่ะหว่างเส้นโค้ง (Area between curves) 

 ในการหาพื้นท่ีซ่ึงเป็นการประยุกต์ของการปริพนัธ์จ ากดัเขต ส าหรับการแกโ้จทยปั์ญหา
ต่าง ๆ โดยพื้นท่ีนั้นอาจจะเป็นพื้นท่ีท่ีปิดลอ้มดว้ยเส้นโคง้หรือเส้นตรงต่าง ๆ พิจารณาไดต้ามกรณี
ดงัต่อไปน้ี 
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 กรณีที่  1 ถ้า  xfy   และ  xgy   เป็นฟังก์ชันต่อเน่ืองบนช่วงปิด  ba, และ 
   xgxf   ส าหรับทุกค่าของ x  ดังนั้ น  พื้ น ท่ี A  ระหว่างเส้นโค้ง   xfy  ,  xgy   

เส้นตรง ax   และ bx   ดงัรูปท่ี 6.3 

 

 

  

              
 

 

  

 
รูปที่ 6.3 พื้นท่ี A  ท่ีถูกปิดลอ้มดว้ยเส้นโคง้ 2 เส้น 

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
 

ขั้นตอนการหาพื้นท่ีใตเ้ส้นโคง้ 

1. เขียนเส้นโคง้ของฟังก์ชนัและส่ิงท่ีโจทยก์ าหนดให้ เพื่อให้เห็นพื้นท่ีท่ีตอ้งการ ซ่ึงจะหา
ไดอ้ยา่งชดัเจนวา่อยูใ่นลกัษณะแบบใด 

2. ถา้โจทยไ์ม่ไดก้  าหนดค่าจ ากดัเขตล่างและค่าจ ากดัเขตบนของปริพนัธ์มาให้ จะตอ้งท า
การพิจารณาเตรียมไว ้เพื่อค านวณค่าพื้นท่ีจากการปริพนัธ์ของขอบเขตได ้

3. สร้างส่ีเหล่ียมมุมฉาก ลงในบริเวณพื้นท่ี A  ท่ีตอ้งการหาพื้นท่ีใตเ้ส้นโคง้ 

ในกรณีน้ี เม่ือโจทยก์ าหนด  xfy   และ  xgy   ใหส้ร้างส่ีเหล่ียมมุมฉากให้ตั้งฉาก
กับแกน x  โดยความกว้างส่ีเหล่ียมมุมฉากเป็น dx  และความสูงของส่ีเหล่ียมมุมฉากเป็น 
   xgxf   ดงัรูปท่ี 6.4  

 xgy   

A  

a  b  
x  

 xfy   

y  
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รูปที ่6.4 การสร้างส่ีเหล่ียมมุมฉากใหต้ั้งฉากกบัแกน x  

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
 

เม่ือท าการเล่ือนส่ีเหล่ียมมุมฉากไปตามแนวแกน x จะไดเ้ต็มอาณาบริเวณพื้นท่ี ซ่ึงแสดง
วา่สามารถหาพื้นท่ีไดท้ั้งหมดดงัรูปท่ี 6.5  

 

 

 

 

 

 
รูปที ่6.5 การเล่ือนส่ีเหล่ียมมุมฉากไปตามแนวแกน x  
           ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 

ดงันั้น พื้นท่ี       dxyydxxgxfA

b

a

b

a

  12
 

dx  

A  

a  

b  
x  

   ii xgxf   

y  

 xgy   

 xfy   

b  
x  

y  

 xgy   

 xfy   

   ii xgxf   

a  
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รูปที ่6.7 การสร้างส่ีเหล่ียมมุมฉากใหต้ั้งฉากกบัแกน y  
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

กรณีที่  2 ถ้า  yfx   และ  ygx   เป็นฟังก์ชันต่อเน่ืองบนช่วงปิด  ba, และ 
   ygyf   ส าหรับทุกค่าของ y  ดังนั้ น พื้นท่ี A  ระหว่างเส้นโค้ง   yfx  ,  ygx   

เส้นตรง ay   และ by   ดงัรูปท่ี 6.6 
 

 

  

              
 

 

 

รูปที่ 6.6 พื้นท่ี A  ท่ีถูกปิดลอ้มดว้ยเส้นโคง้ 2 เส้น 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

ในกรณีน้ี เม่ือโจทยก์ าหนด  yfx   และ  ygx   ใหส้ร้างส่ีเหล่ียมมุมฉากตั้งฉากกบั
แกน y โดยความกว้างส่ี เห ล่ียมมุมฉากเป็น dy  และความกว้างของส่ี เห ล่ียมผืนผ้าเป็น 
   ygyf   ดงัรูปท่ี 6.7  

 

 

 

 

 

 
 

 ygx   
A  

a  

b  

x  

 yfx   

y  

dy  

   ii ygyf   

 ygx   A  

a  

b  

x  

 yfx   

y  
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ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

เม่ือท าการเล่ือนส่ีเหล่ียมมุมฉากน้ีไปตามแกน y จะไดเ้ต็มอาณาบริเวณพื้นท่ี ซ่ึงแสดงว่า
สามารถหาพื้นท่ีไดท้ั้งหมดดงัรูปท่ี 6.8 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่6.8 การเล่ือนส่ีเหล่ียมมุมฉากไปตามแนวแกน y  
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

ดงันั้น พื้นท่ี        dyxxdyygyfA

b

a

b

a

  12
 

หมายเหตุ หากเกิดกรณีท่ีไม่เป็นไปตาม 2 กรณี ดงัท่ีกล่าวมา มีความจ าเป็นจะตอ้งแบ่งการหาพื้นท่ี
ออกเป็นส่วน ๆ ดงัรูปท่ี 6.9 และน าพื้นท่ีทั้งหมดนั้นมารวมกนัตามขั้นตอน เช่น 

 
       ดงันั้น จะไดข้นาดพื้นท่ี 21 AAA   

         dxyydxyyA

c

b

b

a

  2313

 

      
         dxxhxfdxxgxfA

c

b

b

a

   

 
 
 

x  

dy  

a  

b  

y  

   ii ygyf   

 ygx    yfx   

รูปที ่6.9 พื้นท่ีทั้งหมดจากการรวมกนัของ A1 และ A2 

 

 

c  a  b  

 xfy 3
 

 xhy 2
 

 xgy 1
 

dx  dx  
1A  

2A  
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จากรูปท่ี 6.9 เป็นการวาดกราฟแบบออนไลน์โดยใช้โปรแกรม GeoGebra Classic ใช้
ส าหรับวาดกราฟฟรี ใช้งานง่าย ไม่จ  าเป็นต้องติดตั้ งในคอมพิวเตอร์ เปิดได้จากท่ีอยู่เว็บไซต ์
https://www.geogebra.org/classic จึงเหมาะแก่การใชง้านส าหรับการศึกษา ควบคู่กบัการเรียนทาง
ทฤษฎี เพื่อใชว้าดกราฟจากฟังก์ชนัของสมการในรูปแบบต่าง ๆ ได ้เช่น กราฟจากฟังกช์นัเส้นตรง 
พาราโบลา ฯ จะไดล้กัษณะกราฟท่ีสวยงาม และตั้งค่าสีสันในแต่ละองคป์ระกอบของกราฟได ้ทั้ง
ยงัมีแอปพลิเคชัน (Application) ของ GeoGebra หรือ GeoGebra Application ท่ีสามารถดาวน์
โหลดตามสัญลกัษณ์            เพื่อการใช้งานสะดวกผา่นทางสมาร์ทโฟน (Smartphone) หรือแท็บ
เล็ต (Tablet) ควบคู่ในระหวา่งการศึกษาในห้องเรียน ซ่ึงเป็น Open source software เป็นซอฟตแ์วร์
ท่ีเปิดเผยต่อสาธารณชน ใหสิ้ทธิเสรีแก่ผูท่ี้จะน าไปใชโ้ดยไม่เสียค่าใชจ่้ายใด ๆ 
 
ขั้นตอนการใช้ GeoGebra บนเวบ็ไซต์ 

1. เปิด GeoGebra Classic 

 
 

รูปที ่6.10 เวบ็ไซต ์GeoGebra Classic  
ท่ีมา: https://www.geogebra.org/classic (2564) 
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ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564)  
 

2. พิมพฟั์งกช์นัเพื่อวาดกราฟ  

 

รูปที ่6.11 การวาดกราฟบนเวบ็ไซต ์
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

ขั้นตอนการใช้ GeoGebra Classic Application 

1. คน้หาค าวา่ GeoGebra Classic โดยท าการติดตั้งไดท้ั้งระบบ Android บนอุปกรณ์ของแบรนด ์ 
   ทัว่ไป หรือระบบ iOS ซ่ึงเป็นระบบปิดท่ีใชง้านไดเ้ฉพาะกบัโทรศพัท ์Apple หรือ Ipad 

 

รูปที ่6.12 การติดตั้ง GeoGebra Classic Application 
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ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

2. เม่ือท าการติดตั้งเสร็จสมบูรณ์ของ GeoGebra Classic Application ดงัรูป 

 

รูปที ่6.13 การติดตั้ง GeoGebra Classic Application เสร็จสมบูรณ์ 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 
3. สามารถเปิดการใชง้าน GeoGebra Classic Application ไดด้งัรูป 

 

รูปที ่6.14 GeoGebra Classic Application 
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4. พิมพฟั์งกช์นัเพื่อวาดกราฟไดด้งัรูปบน GeoGebra Classic Application 

 

รูปที ่6.15 การวาดกราฟบน GeoGebra Classic Application 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 

ตัวอย่าง 6.5      จงหาพื้นท่ีท่ีลอ้มรอบดว้ยเส้นโคง้ 29 xy  และแกน x  โดย 33  x

 
วธีิท า ท าได ้2 วธีิ  

วธีิที ่1 วาดรูปจากโจทย ์
- เส้นโคง้ 29 xy   ไดรู้ปพาราโบลาคว  ่า  

มีจุดยอดอยูท่ี่  9,0  
- แกน x  โดย 33  x  
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รูปที ่6.16 พื้นท่ีท่ีลอ้มรอบดว้ยเส้นโคง้ 29 xy  และแกน x   
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

                                                    พื้นท่ี    dxyyA

b

a

  12
 

 dxx




3

3

2 09  

 dxx




3

3

29  

3

3

3

3
9













x
x  

        
 

 
 













 
















3

3
39

3

3
39

33

 

          1818927927    

        36   ตารางหน่วย 
 รูปที ่6.17 พื้นท่ีเคล่ือนท่ีตามแนวแกน x    
       ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

A  

01 y  

2

2 9 xy   

dx  
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รูปที ่6.18 พื้นท่ีเคล่ือนท่ีตามแนวแกน y  
วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

วธีิที ่2      

            พื้นท่ี    dyxxA

b

a

  12
 

              dyy 

9

0

092  

                    
 

1

9
9292

9

0

2

19

0



 

yd
ydyy  

                    
9

0

2

3
9

0

2

3

9
3

4
9

3

2
2
















 yy  

                     







 2

3

2

3

0999
3

4  

           




























 2

3

2

3

9
3

4
90

3

4  

            27
3

4
                  

           36   ตารางหน่วย 
 

ตัวอย่าง 6.6      จงหาพื้นท่ีท่ีลอ้มรอบดว้ยเส้นโคง้ 3xy   เส้นตรง xy 4  และอยูใ่นจตุภาคท่ี 1  

วธีิท า สามารถท าได ้2 วธีิ 

วธีิที ่1  วาดรูปจากโจทย ์
- เส้นโคง้ 3xy     (1) 

          -     เส้นตรง xy 4    (2) 
  หาจุดตดัไดจ้ากสมการท่ี (1) และ (2) 
   xx 43   
   043  xx  
     042 xx  
      022  xxx  
   2,0 x   

dy  

A  

01 x  

yx  92
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รูปที ่6.19 พื้นท่ีท่ีลอ้มรอบดว้ยเส้นโคง้ 3xy  และเส้นตรง xy 4   
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
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รูปที ่6.21 พื้นท่ีเคล่ือนท่ีตามแนวแกน y  
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

รูปที ่6.20 พื้นท่ีเคล่ือนท่ีตามแนวแกน x  
วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

เน่ืองจาก 2x ไม่ไดอ้ยูใ่นจตุภาคท่ี 1 
และมีจุดตดัอยูท่ี่  0,0  และ  8,2  

  วธีิที ่1  

                                                                      พื้นท่ี    dxyyA

b

a

  12  

       dxxx 
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0

4
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4
2 










x
x      

    
 
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






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











4

0
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2
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4
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       048   4   ตารางหน่วย   
         

    
 

                                                                  วธีิที ่2     

                                                                  พื้นท่ี    dyxxA

b

a

  12  

   dyyy 














8

0

3

1

4
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4

8

1

4

3

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

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
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




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

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             0812   4   ตารางหน่วย 

A  

dx  

3

1 xy   

xy 42   

A  

dy  

3

1

2 yx   

yx
4

1
1 
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รูปที ่6.22 พื้นท่ีเคล่ือนท่ีตามแนวแกน x  
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 ตัวอย่าง 6.5     จงหาพื้นท่ีท่ีลอ้มรอบดว้ยเส้นโคง้ 29 xy  และแกน x  จาก 3x  ถึง 3x

 
วธีิท า สามารถท าได ้2 วธีิ 
 วธีิที ่1      

วาดรูปจากโจทย ์
- เส้นโคง้ 29 xy   ไดรู้ปพาราโบลาคว  ่า  

มีจุดยอดอยูท่ี่  9,0  
- แกน x  จาก 3x  ถึง 3x  

 

 

   พื้นท่ี    dxyyA
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            )927()927(    

            )18(18    

          36   ตารางหน่วย 

 

 

A  

01 y  

2

2 9 xy   

dx  
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วธีิที ่2      
  

 

 

 

 
 

รูปที ่6.23 พื้นท่ีเคล่ือนท่ีตามแนวแกน y  
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

พื้นท่ี    dyxxA

b

a

  12  

   dyy 
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   36   ตารางหน่วย 

A  

01 x  

 
dy  
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รูปที ่6.24 พื้นท่ีเคล่ือนท่ีตามแนวแกน x  
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

ตัวอย่าง 6.6      จงหาพื้นท่ีท่ีลอ้มรอบดว้ยเส้นโคง้ 3xy  , เส้นตรง xy 4  และอยูใ่นจตุภาคท่ี 1  

วธีิท า สามารถท าได ้2 วธีิ 
วธีิที ่1    วาดรูปจากโจทย ์

- เส้นโคง้ 3xy     (1) 
              -    เส้นตรง xy 4   (2) 
      หาจุดตดัไดจ้ากสมการท่ี (1) และ (2) 
       xx 43   
       043  xx  
         042 xx  
          022  xxx  
       2,0 x   

เน่ืองจาก 2x ไม่ไดอ้ยูใ่นจตุภาคท่ี 1 
และมีจุดตดัอยูท่ี่  0,0  และ  8,2  

 

         พื้นท่ี      dxyyA

b

a

  12  

             
 dxxx 

2

0

34  

                         
2

0

4
2

4
2 










x
x      

                  
 

 
 






























4

0
02

4

2
22

4
2

4
2  

                   048    

            4   ตารางหน่วย 

 

3

1 xy   

xy 42   

 

A  

dx 
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วธีิที ่2      
  

 

 

 

 

 

 

 
รูปที ่6.25 พื้นท่ีเคล่ือนท่ีตามแนวแกน y  

        ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
 

พื้นท่ี    dyxxA

b

a

  12  

  dyyy 














8

0

3

1

4

1  

      
8

0

23

4

8

1

4

3








 yy  

               


















2
3

4
2

3

4

0
8

1
0

4

3
8

8

1
8

4

3  

         0812   

    4   ตารางหน่วย 

3

1

2 yx   

yx
4

1
1   

 
A  

dy 



บทที่  6  การประยุกต์ของปริพันธ์  | 267 

 Calculus 1 
 

รูปที ่6.26 พื้นท่ีเคล่ือนท่ีตามแนวแกน x  
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

ตัวอย่าง 6.7      จงหาพื้นท่ีท่ีลอ้มรอบดว้ยเส้นโคง้ 3xy  , เส้นตรง xy   และ

เส้นตรง 5
2

3
 xy  

วธีิท า      วาดรูปจากโจทย ์
- เส้นโคง้ 3xy     (1) 

              -    เส้นตรง xy    (2) 

              -    เส้นตรง 5
2

3
 xy   (3) 

       
 

 

 
 
 

1. หาจุดตดัไดจ้ากสมการท่ี (1) และ (2) 
    xx 3  

          03  xx  

        012 xx  

                          0 x   
แทน 0x ในสมการท่ี (1) หรือ (2) จะไดจุ้ดตดัท่ี  0,0  

2. หาจุดตดัไดจ้ากสมการท่ี (1) และ (3) 

      5
2

33  xx  

   2 x   

แทน 2x  ในสมการท่ี (1) หรือ (3) จะไดจุ้ดตดัท่ี  8,2  

1A  
2A  

dx  

dx  

3

2 xy   

xy 1
 

5
2

3
3  xy  
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3. หาจุดตดัไดจ้ากสมการท่ี (2) และ (3) 

   5
2

3
 xx  

             2 x   
แทน 2x ในสมการท่ี (2) หรือ (3) จะไดจุ้ดตดัท่ี  2,2  

ดงันั้น จะไดข้นาดพื้นท่ี 21 AAA   

          
   dxyydxyyA

c

b

b

a

  2313
        

                   dxxxdxxx  






































2

0

3

0

2

5
2

3
5

2
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               dxxxdxx  




















2

0

3

0

2

5
2

3
5

2
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2

0

2
40

2

2 5
4

3

4
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4

5
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
















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









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




























 0252

4

3

4

2
252

4

5
0

2
4

2  

     041031050   

 95  

 14   ตารางหน่วย                   
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6.3 ปริมาตรของทรงตันทีเ่กดิจากการหมุน (Volume of solid of revolutions) 
 ปริมาตรของทรงตนัท่ีเกิดจากการหมุน หมายถึง ปริมาตรของทรงตนัท่ีเกิดจากการหมุน
พื้นท่ีรอบแกนเป็นเส้นตรงท่ีขนานกบัแกนหน่ึง (แกน x  หรือ แกน y ) 
 การหาปริมาตรของทรงตนัท่ีเกิดจากการหมุนมี 2 วิธี คือ วิธีจาน (Disk method) และวิธี
เปลือกทรงกระบอก (Cylindrical shell method) 

                    6.3.1 การหาปริมาตรของทรงตันโดยใช้วธีิจาน 
  เป็นวิธีการหาปริมาตรของทรงตนัโดยตดัทรงตนัเป็นแผ่น ๆ ให้ตั้งฉากกบัแกน
หมุน ซ่ึงจะไดพ้ื้นท่ีหน้าตดัเป็นวงกลมเสมอ และมีลกัษณะคลา้ยจาน โดยท่ีจานจะมีขนาดต่างกนั
ไปในแต่ละแผน่ แต่ขอบของจานยงัคงเป็นฟังกช์นัของเส้นโคง้เส้นเดิมตลอด 
 
กรณทีี ่1 ปริมาตรท่ีเกิดจากการหมุนรอบแกน x   

ให้   xfy   ต่อเน่ืองบน  ba,  โดย A  เป็นพื้ น ท่ี ท่ี ถูกปิดล้อมรอบด้วยเส้นโค้ง 
 xfy    เส้นตรง 0y  หรือแกน x  ซ่ึงเป็นแกนการหมุน และปิดล้อมด้านขา้งด้วยเส้นตรง 

ax   และ bx  ดงัรูปท่ี 6.27  
 

 
 
 
 

 
 

 

รูปที ่6.27 พื้นท่ี A  ท่ีถูกปิดลอ้มรอบดว้ยเส้นโคง้ โดย x  เป็นแกนการหมุน 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 

y 

x 

a b 

A 

)(xfy   
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ให้ V เป็นปริมาตรของทรงตนัท่ีเกิดจากการหมุนพื้นท่ี A  รอบแกน x  (แกน x  คือแกน
หมุน) และให้ iV   เป็นปริมาตรของรูปทรงตนัท่ีเกิดจากการหมุนพื้นท่ี iA  รอบแกน x  ดงัรูปท่ี 
6.28 

 

 

 

 

 
 

รูปที ่6.28 ปริมาตรของรูปทรงตนั 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 
 
 

x  

y  

iV  

A  
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ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

โดยแต่ละแผ่นของพื้นท่ีหน้าตดัทรงตนั เม่ือตดัตั้งฉากกบัแกน x  เป็นวงกลม และรัศมี 
 xfy   ดงัรูปท่ี 6.29 

 

 

รูปที ่6.29 ปริมาตรของการตดัส่วนท่ี i   

 

 ให้ iV  เป็นปริมาตรของทรงตนัท่ีเกิดจากการหมุนส่ีเหล่ียมผืนผา้ เม่ือถูกแบ่งจากทรงตนั
เป็น n  แผน่บาง ๆ โดยท่ี ni ...,,2,1  รอบแกน x  และมีความกวา้งหรือความหนาเป็น ix  ของ

แต่ละส่วนเท่า ๆ กนั นัน่คือ 
n

ab
x ii

i


  ซ่ึงหาปริมาตรส่วนท่ี i  คือ 

iii xyV  2  

สูตรปริมาตรทรงกระบอก = (พื้นท่ีหนา้ตดั)   (ความกวา้งหรือความหนา) 

ดงันั้น ปริมาตรของทรงตนัทั้งหมด V  คือ  





n

i

ii

n

i

i xyVV
1

2

1

  

ในกรณีท่ีแบ่ง  ba,  ออกเป็น n  ส่วน และให ้ n , 0 ix จะได ้  











n

i

ii

x
n

n

i

i

x
n

xyVV

ii

1

2

0
1

0

limlim   

   dxy

b

a


2  

            dxxfV

b

a


2



 
 
 

 

  
)( ii xfy   
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ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

กรณีที่ 2  ปริมาตรท่ีเกิดจากการหมุนรอบ แต่แกนหมุนไม่ไดเ้ป็นส่วนหน่ึงของขอบพื้นท่ี โดยยึด
แกนหมุนกบัแกน x   

ให้  xfy   ต่อเน่ืองบน  ba, โดย A  เป็นพื้นท่ีท่ีลอ้มรอบดว้ย  xfy  ,  xgy  , 
ax   และ bx  ดงัรูปท่ี 6.30 

 

 

 
 

รูปที ่6.30 พื้นท่ี A  ท่ีถูกปิดลอ้มรอบดว้ยเส้นโคง้  
 
 

เม่ือหมุนพื้นท่ี A  รอบแกน x  (แกน x  คือแกนหมุน) และให้ iV   เป็นปริมาตรท่ีเกิด
จากการหมุนพื้นท่ี iA  รอบแกน x  ดงัรูปท่ี 6.31 
 

 

 

 
 

รูปที ่6.31 ปริมาตรท่ีเกิดจากการหมุนพื้นท่ี iA  รอบแกน x  
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 
 
 

iV  

A  x  

y  

b  a  

A  
)(xfy   

)(xgy   

x  
a  

y  

b  



บทที่  6  การประยุกต์ของปริพันธ์  | 273 

 Calculus 1 
 

2)( yxf i     
 1)( yxg i   

ix  

สูตรพื้นท่ีของวงแหวน =  (รัศมีวงนอก)2  (รัศมีวงใน)2  ดงัรูปท่ี 6.32 

 

      
 

รูปที ่6.32 ปริมาตรของการตดัส่วนท่ี i  
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 
จะเห็นไดว้า่แต่ละพื้นท่ีหนา้ตดัของทรงตนั เม่ือตดัตั้งฉากกบัแกน x  เป็นวงกลม คือ 

     21

2

2 yyxA    

                             22
xgxf    

ดงันั้น ปริมาตรของทรงตนัทั้งหมด V  คือ  

    dxyyV

b

a

 
2

1

2

2

 
      dxxgxfV

b

a

 
22


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ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

กรณทีี ่3  ปริมาตรท่ีเกิดจากการหมุนรอบแกน y   
ให้   yfx   ต่อเน่ืองบน  ba, โดย A  เป็นพื้ น ท่ี ท่ี ถูกปิดล้อมรอบด้วยเส้นโค้ง 

 yfx   เส้นตรง 0x  หรือแกน y  ซ่ึงเป็นแกนการหมุน และปิดล้อมด้านขา้งด้วยเส้นตรง 
ay   และ by   ดงัรูปท่ี 6.33 

 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่6.33 พื้นท่ี A  ท่ีถูกปิดลอ้มรอบดว้ยเส้นโคง้ โดย y เป็นแกนการหมุน 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 
เม่ือหมุนพื้นท่ี A  รอบแกน y  (แกน y  คือแกนหมุน) และให้ iV   เป็นปริมาตรของ

รูปทรงตนัท่ีเกิดจากการหมุนพื้นท่ี iA  รอบแกน y  ดงัรูปท่ี 6.34 

 

 

 

 
 

 
รูปที ่6.34 ปริมาตรของรูปทรงตนั 

iV  

a  

y  

b  

x  

 yfx   

x

 

y

 

a

 

b

 

A  
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ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

โดยแต่ละพื้นท่ีหนา้ตดัของทรงตนั เม่ือตดัตั้งฉากกบัแกน y  คือ 

    2yfyA   

ดงัแสดงรูปท่ี 6.35 
 

 

รูปที ่6.35 ปริมาตรของการตดัส่วนท่ี i 

 
ดงันั้น ปริมาตรของทรงตนัทั้งหมด V  คือ  

   dyxV

b

a


2  

               dyyfV

b

a


2



 
 

กรณีที ่4  ปริมาตรท่ีเกิดจากการหมุนรอบ แต่แกนหมุนไม่ไดเ้ป็นส่วนหน่ึงของขอบพื้นท่ี โดยยดึ
แกนหมุนกบัแกน y   

ให้  yfx   ต่อเน่ืองบน  ba, โดย A  เป็นพื้นท่ีท่ีลอ้มรอบดว้ย  yfx  ,  ygx  , 
ay   และ by   ดงัรูปท่ี 6.36 

 

 
 
 

  

 

รูปที ่6.36 พื้นท่ี A  ท่ีถูกปิดลอ้มรอบดว้ยเส้นโคง้ 

iy  

)( ii yfx   

x

 

y

 

b  

a  
 ygx   

 yfx   A  
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เม่ือหมุนพื้นท่ี A  รอบแกน y  (แกน y  คือแกนหมุน) และให ้ iV   เป็นปริมาตรท่ีเกิด 
จากการหมุนพื้นท่ี iA  รอบแกน y  ดงัรูปท่ี 6.37 

 
 

 

 

 
 
 

 

รูปที ่6.37 ปริมาตรท่ีเกิดจากการหมุนพื้นท่ี iA  รอบแกน y  
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 

จะเห็นไดว้า่แต่ละพื้นท่ีหนา้ตดัของทรงตนั เม่ือตดัตั้งฉากกบัแกน y  เป็นวงแหวน คือ 

     21

2

2 xxyA    

                              22
ygyf    

 

ดงัแสดงรูปท่ี 6.38 

 

 
 รูปที ่6.38 ปริมาตรของการตดัส่วนท่ี i  

 ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

iV  
A  

x  

y  

b  

a  

2)( xyf i   

iy  

1)( xyg i   



บทที่  6  การประยุกต์ของปริพันธ์  | 277 

 Calculus 1 
 

 ดงันั้น ปริมาตรของทรงตนัทั้งหมด V  คือ  

    dyxxV

b

a

 
2

1

2

2
 

      dyygyfV

b

a

 
22

  

สรุปข้ันตอนในการหาปริมาตรของทรงตันทีเ่กดิจากการหมุน 
1. วาดรูปของพื้นท่ีจากโจทยท่ี์ก าหนดให้ 
2. วาดรูปท่ีเกิดจากการตดัของการหมุนพื้นท่ี 
3. ท าการตดัปริมาตรมาเป็นตวัอยา่ง หรือ iV  
4. แทนค่าต่าง ๆ ในสูตรของการหาปริมาตรของทรงตนัทั้งหมด V  
5. หาค่าปริพนัธ์ของฟังกช์นัเส้นโคง้จากการแทนค่าของการจ ากดัขอบเขต 

 
ตัวอย่าง 6.8 จงหาปริมาตรของทรงตัน ท่ี เกิดจากการหมุนพื้ น ท่ี ท่ีล้อมรอบด้วยเส้นโค้ง 

29 xy   และแกน x  โดยหมุนรอบแกน x  

วธีิท า 1. วาดรูปของพื้นท่ีจากโจทยท่ี์ก าหนดให ้ 
 

 

รูปที ่6.39 รูปพื้นท่ีท่ีลอ้มรอบดว้ยเส้นโคง้และแกน x  โดยใชโ้ปรแกรม GeoGebra  
 ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
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รูปที ่6.40 รูปพื้นท่ี 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 
2. วาดรูปท่ีเกิดจากการตดัของการหมุนพื้นท่ี 

 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่6.41 การตดัของการหมุนพื้นท่ี 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 
3. ท าการตดัปริมาตรมาเป็นตวัอยา่ง หรือ iV  

 
 
 
 

รูปที ่6.42 หนา้ตดัของการหมุนพื้นท่ี 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

iV  

x  

y  

ix  

  
29 xyi   

 

 

x  

y  

29 xy   

 y = 0 (แกน x)  
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4. แทนค่าต่าง ๆ ในสูตรของการหาปริมาตรของทรงตนัทั้งหมด V  

   dxyV 




3

3

2  

5. หาค่าปริพนัธ์ของฟังกช์นัเส้นโคง้จากการแทน 

  dxxV

23

3

29


   

dxx




3

3

2)9(  

dxx




3

3

2)9(  

3

3

3

3
9













x
x  

    















 











3

)3(
)3(9

3

)3(
)3(9

33

  

      














 











3

)27(
27

3

27
27  

          927927   
 

        1818   
 

      )1818(   
 

       36  ลูกบาศกห์น่วย 
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ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

ตัวอย่าง 6.9      จงหาปริมาตรของทรงตนัท่ีเกิดจากการหมุนพื้นท่ีท่ีลอ้มรอบดว้ยเส้นโคง้ 2xy 

เส้นตรง 2x  และแกน x  โดย 1) หมุนรอบแกน x  และ 2) หมุนรอบเส้นตรง 2x  

1) หมุนรอบแกน x  

วธีิท า 1. วาดรูปของพื้นท่ีจากโจทยท่ี์ก าหนดให ้ 

การหาจุดตดัของเส้นโคง้และเส้นตรง 

จากสมการเส้นโคง้ 2xy    (1)
  เส้นตรง    2x    (2) 

แทนค่า 2x  ในสมการท่ี (1)  

ดงันั้น    2)2(y  

      4y  

จุดตดัของเส้นโคง้และเส้นตรงคือ  4,2  

รูปที ่6.43 รูปพื้นท่ีท่ีลอ้มรอบดว้ยเส้นโคง้ 2xy   
 

2. วาดรูปท่ีเกิดจากการตดัของการหมุนพื้นท่ี 

 

 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่6.44 การตดัของการหมุนพื้นท่ีท่ีลอ้มรอบดว้ยเส้นโคง้และเส้นตรง  

ix

 

iV

 
x  

y  

2xy   

2x  

x  

y
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3. ท าการตดัปริมาตรมาเป็นตวัอยา่ง หรือ iV  
 
 
 
 
 

รูปที ่6.45 หนา้ตดัของการหมุนพื้นท่ีท่ีลอ้มรอบดว้ยเส้นโคง้และเส้นตรง 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 
4. แทนค่าต่าง ๆ ในสูตรของการหาปริมาตรของทรงตนัทั้งหมด   

   dxyV 
2

0

2  

     
5. หาค่าปริพนัธ์ของฟังกช์นัเส้นโคง้จากการแทน 

            dxxV 
2

0

22 )(  

  
  dxx

2

0

4  

  
2

0

5

5










x
  

  







 0

5

25



 

   









5

32
  

   
5

32
  ลูกบาศกห์น่วย 

ix  

  
2xyi   
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2) หมุนรอบเส้นตรง 2x   

วธีิท า 1. วาดรูปของพื้นท่ีจากโจทยท่ี์ก าหนดให ้ 

2. วาดรูปท่ีเกิดจากการตดัของการหมุนพื้นท่ี 

        
 

 

 
 
 
 
 
 
 

รูปที ่6.46 การตดัของการหมุนพื้นท่ีท่ีหมุนรอบเส้นตรง 2x    
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 
3. ท าการตดัปริมาตรมาเป็นตวัอยา่ง หรือ iV  

จากสมการเส้นโคง้ 2xy    

ดงันั้น   yx   
 
 
 
 

รูปที ่6.47 หนา้ตดัของการหมุนพื้นท่ีท่ีหมุนรอบเส้นตรง 2x    
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 

iV  

x  

y  

iy  

2x  

2xy   

)4,2(  

iy  22 x  
yxi  2  

yx 1
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4. แทนค่าต่าง ๆ ในสูตรของการหาปริมาตรของทรงตนัทั้งหมด   

   dyxxV  

4

0

2

12 )(  

  dyx 

4

0

2)2(  

5. หาค่าปริพนัธ์ของฟังกช์นัเส้นโคง้จากการแทน 

dyyV  

4

0

2)2(  

                 dyyy 

4

0

22 )()2(22  

           dyyy 

4

0

44  

          dyyy 














4

0

2

1

44  

                

4

0

22

3

2
)2(

3

4
4


















yy

y  

          

4

0

22

3

23

8
4


















yy

y  

                                                            


















































2

0

3

)0(8
)0(4

2

4

3

)4(8
)4(4

22

3

22

3

  

              















2

16

3

)4(8
16

3

  

                       
















 8

3

)444(8
16  

          









3

64
24  

           
3

8
   ลูกบาศกห์น่วย 
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                    6.3.2 การหาปริมาตรของทรงตันโดยใช้วธีิเปลือกทรงกระบอก 
เป็นวิธีการหาปริมาตรของทรงตนัโดยตดัทรงตนัให้เป็นทรงกระบอกกลวง ให้ขนานกบั

แกนหมุน โดยแบ่งเป็น 2 กรณี ดงัน้ี 

กรณทีี ่1 ปริมาตรท่ีเกิดจากการหมุนขนานกบัแกน x  โดยหมุนรอบแกน y   
ให ้  xfy   ต่อเน่ืองบน  ba,  โดย A  เป็นพื้นท่ีท่ีลอ้มรอบดว้ย  xfy   แกน x   

ax   และ bx   รอบแกน y  ดงัรูปท่ี 6.48 
 
 
 
 

 

รูปที ่6.48 พื้นท่ี A   
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

ให้ V เป็นปริมาตรของทรงตนัท่ีเกิดจากการหมุนพื้นท่ี A  รอบแกน y  (แกน y  คือแกน
หมุน) และให้ iV   เป็นปริมาตรของรูปทรงกระบอกท่ีเกิดจากการหมุนพื้นท่ีรอบแกน y ซ่ึงเป็น
ลกัษณะทรงกระบอกกลวง ดงัรูปท่ี 6.49 

 

 

 

  

 รูปที ่6.49 ปริมาตร V   
ท่ีมา: ดดัแปลงมาจาก https://www.storyofmathematics.com/ (2564) 

 

  

 
y  

x  

 xfy   

 

b  a  

iA  

 

  

 

 

 

iV  

b  a  

y  

x  
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 การหาปริมาตรทรงตันทั้ งหมด V  โดยการแบ่งทรงตันออกเป็น n  ส่วนย่อย ๆ โดย
ก าหนดให้ *

ix  เป็นจุดก่ึงกลางของแต่ละส่วน และสร้างส่ีเหล่ียมบนส่วนย่อย คือ iA จะมีฐาน
กวา้งเท่ากบั 1 ii xx และส่วนสูง  *

ixf  ท่ีเกิดจากการหมุนพื้นท่ีรอบแกน y  

ดงันั้น ปริมาตรของทรงตนัทั้งหมด V  คือ  





n

i

iVV
1

 

กรณีท่ีแบ่ง  ba,  ออกเป็น n  ส่วน และให้ n  จะได้ว่า VV
n

i

i 
1

สามารถ

พิจารณา iV  ไดจ้ากสูตรปริมาตรของลูกบาศก์ท่ีมีความกวา้งเท่ากบั *

iy , ความยาวเท่ากบั *2 ix

และความหนาเท่ากบั ix  ดงัรูปท่ี 6.50 

      

 
 

รูปที ่6.50 ปริมาตร iV  
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

หากคล่ีแผน่เส้นรอบวงออก ซ่ึงคลา้ยกบัการตดัมว้นริบบิ้น ดงัรูปท่ี 6.50 

 

 

รูปที ่6.51 ปริมาตร iV  โดยคล่ีแผน่เส้นรอบวงออก 
ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

ดงันั้น        ปริมาตร iiii xyxV  **2  

            iii xxfx  **2

 

*

ix  ix  

)( **

ii xfy   

*2 ix  

*2 ix  ix  
)( **

ii xfy   
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 



n

i

ii

n

i

i xxfxV
1

**

1

2

 

 



n

i

ii
n

n

i

i
n

xxfxV
1

**

1

2limlim   

 dxxfxV

b

a

 2  

กรณีที ่2 ปริมาตรท่ีเกิดจากการหมุนขนานกบัแกน y  โดยหมุนรอบแกน x ในท านองเดียวกนั 

ให้  yfx   ต่อเน่ืองบน  ba, โดย A  เป็นพื้นท่ีท่ีล้อมรอบด้วย  yfx  , แกน y , 
ay   และ by   รอบแกน x  จะได ้

 dyyfyV

b

a

 2  

หรือในการหาสูตรปริมาตรของทรงตนั เขียนใหอ้ยูใ่นรูปอยา่งง่าย คือ 


b

a

hrV 2 ความหนา 

โดยท่ี r  คือ รัศมี และ h  คือ ความสูง 
 
ตัวอย่าง 6.10      จงหาปริมาตรของทรงตนัท่ีเกิดจากการหมุนพื้นท่ีท่ีลอ้มรอบดว้ยเส้นโคง้ 2xy   
และ xy 272   รอบแกน y  โดยวธีิเปลือกทรงกระบอก 

วธีิท า หมุนรอบแกน y  จะไดจุ้ดตดัของเส้นโคง้ทั้งสองเส้น คือ  0,0  และ  4,2  

หาจุดตดัของเส้นโคง้ทั้ง 2 เส้น 

จากสมการเส้นโคง้  2xy    (1) 

xy 272     (2) 

 แทนค่า 2xy   ในสมการท่ี (2)  
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     ดงันั้น       xx 27)( 22         0x     หรือ  0273 x  

           xx 274                             273 x  

           0274  xx                              3x   

           0)27( 3 xx  

แทน 0x  ในสมการท่ี (1) จะได ้ 0y  และแทน 3x  ในสมการท่ี (1) จะได ้ 9y  

 

 

 

 

รูปที ่6.52 พื้นท่ีท่ีลอ้มรอบดว้ยเส้นโคง้ 2xy   และ xy 272   

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
 

จุดตดัของเส้นโคง้ทั้ง 2 เส้น คือ (0, 0) และ (3, 9)  

  

 

  

 

 

รูปที ่6.53 ปริมาตรของเส้นโคง้ 2xy   และ xy 272   

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 

 

  
dx  

xy 272 
 

2

1 xy   

y  

x  

2xy   

xy 272 

y  

x  
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ดงันั้น   ปริมาตร  dxyyxV  

3

0

12 )(2   

        dxxxx 

3

0

2 )27(2  

         dxxxxx 

3

0

2 )27(2  

        dxxxx 

3

0

32

1

))(33(2  

        dxxx 

3

0

32

3

)33(2  

        

3

0

42

5

4
2

5
332


















xx

  

        

















4

3
2

5

)3(
332

42

5

  

        









4

81

5

162
2  

      






 


20

405648
2  

        









10

243
  

10

243
    ลูกบาศกห์น่วย 

 
ตัวอย่าง 6.11      จงหาปริมาตรของทรงตันท่ีเกิดจากการหมุนพื้นท่ีท่ีล้อมรอบด้วยเส้นโค้ง 

12  xy  เส้นตรง xy  3  และแกน x  รอบเส้นตรง 1y  โดยวธีิเปลือกทรงกระบอก  

วธีิท า หาจุดตดัของเส้นโคง้ 12  xy  และเส้นตรง xy  3  

จากสมการเส้นโคง้ 12  xy  (1) 

   และเส้นตรง   xy  3  (2) 

แทนค่า xy  3  ในสมการท่ี (1)  



บทที่  6  การประยุกต์ของปริพันธ์  | 289 

 Calculus 1 
 

   1)3( 2  xx    01962  xxx  

1)3(2)3( 22  xxx              01072  xx  

          169 2  xxx            0)5)(2(  xx  

          1962  xxx            ดงันั้น                        5,2x  

แทน 2x  ในสมการท่ี (2) จะได ้ 1y  และแทน 5x  ในสมการท่ี (1) จะได ้ 2y  

จากสมการเส้นโคง้ 12  xy   และเส้นตรง xy  3   

        12

1  yx       yx  32  

 

 

 

 

 

 

 

รูปที ่6.54 พื้นท่ีของเส้นโคง้ 12  xy  เส้นตรง xy  3  และแกน x  

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
 

หาจุดตดัของเส้นตรง xy  3  และแกน x  (หรือ 0y ) 

จากสมการเส้นตรง  xy  3  (1) 

และเส้นตรง   0y   (2) 

แทน 0y  ในสมการท่ี (1) จะได ้ 3x  

 

12

1  yx  yx  32
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รูปที ่6.55 ปริมาตรของเส้นโคง้ 12  xy  เส้นตรง xy  3  และแกน x  

ท่ีมา: วกิานดา สุภาสนนัท ์(2564) 
 

ดงันั้น   ปริมาตร  dyxxyV  

1

0

12 ))(1(2   

        dyxxy 

1

0

12 ))(1(2  

         dyyyy 

1

0

2 ))1()3)((1(2  

        dyyyy 

1

0

2 )13)(1(2  

        dyyyy 

1

0

2 )2)(1(2  

        dyyyyyy 

1

0

232 )22(2  

        dyyyy 

1

0

23 )22(2   

        
1

0

234

2
23

2

4
2 








 y

yyy
   

x  

y  

dy  

 

 

  

12

1  yx  

1y

 

yx  32
 

)1,2(  

)0,1( )0,3(

 

1y
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


























 0)1(2

2

1

3

)1(2

4

1
2

234

V   

                 







 2

2

1

3

2

4

1
2   

                 








12

12
2

6

6

2

1

4

4

3

2

3

3

4

1
2  

    






 


12

24683
2  

    









12

19
2  

         
16

19
    ลูกบาศกห์น่วย 
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บทสรุป 
 การประยุกตข์องปริพนัธ์มีความส าคญัในการน าไปประยกุตใ์ชไ้ดอ้ยา่งแทจ้ริง เช่น การหา
พื้นท่ี พื้นผิว ไม่ว่าจะเป็นระหว่างเส้นตรงกบัเส้นโคง้ หรือเส้นโคง้กบัเส้นโคง้ของรูปแบบ 2 มิติ 
หรือในรูปลักษณะของเส้นแบบอ่ืน ๆ และในการหาปริมาตรของทรงตนั 3 มิติ ท่ีไม่สามารถ
ค านวณหาไดจ้ากสูตรใด ๆ ไดต้ามปกติ แกปั้ญหาโดยใชว้ิธีจานและวิธีเปลือกทรงกระบอก ภายใต้
การใชป้ริพนัธ์แบบจ ากดัเขตจากการวาดกราฟ ทั้งยงัมีการอธิบายจากการใชโ้ปรแกรม GeoGebra 
Classic หรือ GeoGebra Application แบบออนไลน์เบ้ืองต้น ควบคู่ในระหว่างการศึกษาเรียนรู้
เพิ่มเติมนอกจากทฤษฎีเท่านั้น จึงเหมาะแก่การใชง้านส าหรับนกัศึกษาหรือบุคคลทัว่ไปท่ีสนใจ  
 
แบบฝึกหัดท้ายบทที ่6 
1. จงหาปริพนัธ์ของฟังกช์นัต่อไปน้ี 

1.1   dxxx 

1

0

242    1.2 dxxx
2

0

2 cossin



 

1.3     dxex x






2

1

12 3    1.4  dx
x

x

2

4

2sin

cos





 

1.5     dx
x

x
 

4

0

2 1
   1.6  dxxx 

1

0

21  

1.7     dx
x

x




3

2
3 2 1

   1.8     dxxx 

2

0

43 16  

1.9     dx
x

x





0

2cos

sin



   1.10 dx
xx 

2

1

2 169

4  

 
2. จงหาพื้นท่ีท่ีลอ้มรอบดว้ยเส้นโคง้หรือเส้นตรงท่ีก าหนดให ้

1.   
2xy   และ xy      

2.   
2yx   และ 22 yx   

3.   022  xy  และ 01242  xy   
4.   xxxy 86 23   และแกน x  
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5.   
2xy  , 22 xy  ,  0x  และ 2x     

6.   42  xy , xy 10  , แกน x  และแกน y  
7.   

26 xxy  และ xxy 22    
8.   xy  3  และ 92  xy  
9.   

2yx  , 22  yx , 3y  และ 03  xy      
10. 3xy  , xy   และ 01023  yx   

 
3. จงหาปริมาตรของทรงตนัท่ีเกิดจากการหมุนพื้นท่ีท่ีลอ้มรอบดว้ย 

1.   
2xy  ,  0x  และ 1y  หมุนรอบแกน x   

2.   xy   และ 2xy   หมุนรอบแกน y  

3.   
2yx   , 2y และ 0x  หมุนรอบแกน y   

4.  122  xxy  , 0y และ 1x  หมุนรอบแกน y     

5.   xxy  2   และ 0y  หมุนรอบแกน x    

6.   2xy    และ xy   หมุนรอบแกน y   

7.   xy 22    และ xy 2  หมุนรอบแกน x   

8.   x
y

1
 , 0x , 1y  และ 2y  หมุนรอบแกน y   

9.   2xy    และ 3 xy   หมุนรอบแกน y   

10.  3xy    และ 2xy   หมุนรอบแกน x   

11.  2
4

1 3  xy ,  xy  2  และ 2x  หมุนรอบแกน y   

12.  2xy    และ xy   หมุนรอบแกน x   

13.  3xy  ,  0x  และ 1y  โดยหมุนรอบเส้นตรง 

 1)  1x    2) 1y   
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 3) 1x    4) 2y  

14.  xy  ,  0x  และ 1y  โดยหมุนรอบเส้นตรง 

 1)  1x    2) 1y   

 3) 1x    4) 2y  

15.  32 xy  ,  4x  และแกน x  โดยหมุนรอบเส้นตรง 

 1)  4x    2) 8y   

เอกสารอ้างองิ  

ธีระศกัด์ิ อุรัจนานนท.์ (2558). แคลคูลสั 1 ส าหรับวศิวกร. (พิมพค์ร้ังท่ี 3). ปทุมธานี: สกายบุก๊ส์. 

ราชบณัฑิตยสถาน. (2546). พจนานุกรมศัพท์คอมพวิเตอร์และเทคโนโลยสีารสนเทศ   
 ฉบับราชบัณฑิตยสถาน. (พิมพค์ร้ังท่ี 6). กรุงเทพมหานคร: ราชบณัฑิตยสถาน. 

ราชบณัฑิตยสถาน. (2549). ศัพท์คณติศาสตร์ ฉบับราชบัณฑิตยสถาน. (พิมพค์ร้ังท่ี 9).  
 กรุงเทพมหานคร : ราชบณัฑิตยสถาน. 

วิรัตน์  สุวรรณาภิชาติ . (2555). แคลคูลัส 1. (พิมพ์คร้ังท่ี  4). กรุงเทพมหานคร : ส านักพิมพ์
มหาวทิยาลยัเกษตรศาสตร์. 

อรอนงค์ บุญคล่อง. (2557). แคลคูลัส 1. (พิมพ์คร้ังท่ี  5). กรุงเทพมหานคร : ทริปเพิ้ล เอ็ด
 ดูเคชัน่. 

GeoGebra for Teaching and Learning Math., GeoGebra Classic. https://www.geogebra.org/ 
 classic (2564) 
Story of Mathematics., Calculus. https://www.storyofmathematics.com. (2564) 

William L. Briggs, Denver L. Cochran and Eric L. Schulz. (2013). Calculus for Scientists and 
 Engineers. (1st ed.). USA: Pearson Education, Inc. 


